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Résumé — Cet article présente une nouvelle méthode de résolution du problème de contact
mécanique frottant, celle du lagrangien augmenté adapté. Contrairement aux méthodes les plus
utilisées (pénalisation et lagrangien augmenté), l’utilisateur ne doit pas déterminer les valeurs
des coefficients de pénalisation. Cette méthode est performante aussi bien avec des matériaux
élastiques qu’élasto-plastiques. Le problème de Hertz est présenté. Cette méthode est aussi utilisée
dans le contexte multi-physique.
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1 Introduction
Le contact mécanique demeure, encore aujourd’hui, le problème de mécanique des solides qui
présente les non-linéarités les plus difficiles à prendre en compte. Les méthodes les plus utilisées
pour formuler un système d’équations sont celles de pénalisation et du lagrangien augmenté. Ces
méthodes demeurent difficiles à utiliser en raison de la difficulté d’identification des valeurs des
coefficients de pénalisation. Afin de pallier les carences de ces méthodes, une nouvelle approche
est proposée, celle du « lagrangien augmenté adapté ». Cette méthode est basée sur celle du lagran-
gien augmenté jumelée à une adaptation de la pénalité inspirée de celle proposée par Chamoret
[2]. Avec cette nouvelle méthode, l’utilisateur n’est plus tenu de choisir les valeurs des coefficients
de pénalisation. La fiabilité et la rapidité de cette approche sont prouvées avec la résolution du pro-
blème de Hertz. Ces travaux font partie d’un projet de recherche portant sur la modélisation et la
résolution du problème de contact mécanique dans un contexte multi-physique [1].
2 Équations du problème
Le problème de contact mécanique entre deux solides déformables est traité. La partie de leur
frontière pouvant rentrer en contact est notée dans la configuration d’origine Γ1c pour le solide 1 et
Γ2c pour le solide 2. Le principe des travaux virtuels peut s’écrire sous la forme suivante :
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u désigne le champ de déplacement réel et δu le virtuel. P int(u,δu) représente le travail virtuel
produit par les forces internes et P ext(u,δu) celui des forces externes à l’exception des forces de
contact. Ces dernières sont incluses dans le terme P c(u,δu) (β = 1 ou 2). δξβ représente le champ
de déplacement virtuel tangentiel et δg celui normal sur Γ1c (pour plus d’informations voir [3]). La
contrainte de contact est décomposée en une partie normale (tn) et une tangentielle (ttβ) [1]. Les
lois utilisées pour modéliser le contact frottant sont, celle du contact unilatéral (relations (1)) et
celle du frottement de Coulomb (relations (2)).
g≤ 0 tn ≥ 0 gtn = 0 (1)
Φ = ‖tt‖−µtn ≤ 0 ζ≥ 0 Φζ = 0 (2)
ζ est le taux de glissement absolu, g représente la distance entre les deux solides et µ est le coeffi-
cient de frottement de Coulomb.
3 Méthodes de résolution
3.1 Méthode de pénalisation
L’introduction de coefficient de pénalisation normale (εn) et tangentielle (εt) permet d’obtenir
des relations continues liant les contraintes de contact aux déplacements :






Lvtt avec ζ≥ 0 Φζ = 0
L’opérateur Lv désigne la dérivée de Lie et <> la partie positive de son opérande. Le champ de
déplacement (u) est obtenu en suivant l’algorithme de Newton-Raphson.
Le choix des coefficients de pénalisation est primordial. Des valeurs trop faibles de ces coef-
ficients engendrent des erreurs sur les conditions de contact qui n’ont aucun sens physique. Alors
que des valeurs trop grandes provoquent des oscillations numériques pouvant empêcher la conver-
gence. Une adaptation de la pénalité a été proposée par Chamoret [2], mais uniquement au niveau
de la pénalisation normale et elle n’est pas bien adaptée aux problèmes élasto-plastiques [1].
3.2 Méthode du lagrangien augmenté
La résolution est effectuée de la même manière qu’avec la méthode de pénalisation, mais les
contraintes de contact sont définies par les relations suivantes :






(Lvtt −Lvλt) avec ζ≥ 0 Φζ = 0
Les multiplicateurs de Lagrange (λ) sont décomposés en une partie normale (λn) et une tangen-
tielle (λt). Ils sont initialisés avec les valeurs des contraintes de contact du pas de temps précédent.
Ils sont mis à jour suivant les relations (3) lors de la convergence de l’algorithme de Newton-
Raphson, si l’interpénétration ou le glissement réversible sont supérieurs aux limites.
λk+1n = tk+1n =< λkn + εng > λk+1t = tk+1t (3)
Les augmentations des multiplicateurs de Lagrange autorisent l’utilisation de valeurs plus
faibles des coefficients de pénalisation. Néanmoins, une valeur trop faible de ces coefficients peut
engendrer des temps de calcul très importants en raison de la faible vitesse de convergence.
3.3 Méthode du lagrangien augmenté adapté
La méthode du lagrangien augmenté adapté est basée sur celle du lagrangien augmenté et
sur une adaptation de la pénalisation. La résolution est effectuée de la même manière qu’avec la
méthode du lagrangien augmenté. Mais, la valeur des coefficients de pénalisation et des contraintes
de contact sont calculées différemment.
Algorithm 1 Calcul de la valeur de la contrainte normale de contact
Require: εn, gi et gi−1.
if gi×gi−1 < 0 then






if gi < 0 ou tn(i−1) > 0 then
εn = adaptation de εn
else
εn = valeur initiale de εn
end if
tn =< Evaltn + εngi +λn >
La contrainte normale de contact est calculée de la même manière qu’avec la méthode du la-
grangien augmenté. Mais un terme est ajouté afin de mieux l’évaluer lorsque la valeur de l’interpé-
nétration change de signe (voir l’algorithme 1). Cette procédure de calcul est basée sur le principe
suivant : si la valeur de l’interpénétration change de signe (gi×gi−1 < 0), cela signifie que la cor-
rection apportée est trop importante. Cette dernière (gi−1εn) est ajoutée à la composante normale
du multiplicateur de Lagrange afin de réduire les oscillations numériques. Par contre, lorsque ce
phénomène se répète plusieurs fois consécutives, aucun historique des corrections apportées par
la pénalisation n’est conservé car la valeur trop importante du coefficient de pénalisation normale
provoque ces instabilités (voir l’algorithme 1).
Lors de l’entrée en contact, une valeur initiale du coefficient de pénalisation normale est impo-
sée. Par la suite, cette valeur est ajustée en fonction de l’historique des conditions de contact (voir
l’algorithme 2). Trois cas de figures sont envisageables, soit la valeur de l’interpénétration change
de signe (gi×gi−1 < 0), soit la valeur absolue de l’interpénétration est supérieure à la limite maxi-
male (|gi|> gmax), soit elle est inférieure à la limite maximale (|gi|< gmax). Dans le dernier cas, la
valeur du coefficient de pénalisation normale est identique.
Dans le cas où gi × gi−1 est négatif, la valeur de εn est ajustée afin de rendre la valeur de
l’interpénétration la plus petite possible en valeur absolue sans qu’elle change à nouveau de signe.
Dans le cas où |gi| est supérieur à gmax, l’adaptation de εn doit permettre d’augmenter la contri-
bution de la pénalisation dans la valeur de la contrainte normale sans que l’interpénétration change
de signe. Afin d’optimiser le temps de calcul plusieurs sous-cas sont envisagés. Si la valeur de
l’interpénétration varie trop, alors afin d’éviter les oscillations numériques, le coefficient de péna-
lisation normale est multiplié par deux. Si la valeur de l’interpénétration est quasiment constante,
alors afin de réduire le temps de calcul, le coefficient de pénalisation normale est adapté deux fois
(le coefficient multiplicatif est élevé au carré) dans la limite où cette augmentation n’est pas trop
importante. Si la valeur absolue de l’interpénétration augmente, alors afin de la ramener le plus
rapidement possible sous la limite sans engendrer d’oscillations numériques, l’adaptation de εn
permet de doubler la contribution de la pénalisation dans la valeur de la contrainte normale. Si
non, la fonction par laquelle le coefficient de pénalisation normale est multiplié, a une croissance
plus lente que celle utilisée avec la méthode d’adaptation de la pénalité (linéaire [2]), ce qui réduit
les risques d’oscillations numériques.
Algorithm 2 Adaptation du coefficient de pénalisation normale
Require: εn, gi et gi−1.
if gi×gi−1 < 0 then
if gi−1 > gmax then




else if gi > gmax then
if |gi−gi−1|> max(gi/10;gi−1/10;5gmax) then
εn = 2εn














Lors de l’augmentation des multiplicateurs de Lagrange, la valeur maximale de l’interpéné-
tration pour l’adaptation de la pénalité est remplacée par la valeur de l’interpénétration maximale
divisée par dix. Ainsi, l’utilisateur peut imposer une interpénétration maximale aussi petite qu’il le
désire. Pour cela, il doit soit choisir deux de ces trois valeurs : un nombre de cycle d’augmentation
des multiplicateurs de Lagrange, la valeur maximale de l’interpénétration pour la solution ou celle
lors de la première augmentation des multiplicateurs de Lagrange.
Algorithm 3 Calcul de la valeur du coefficient de pénalisation tangentielle
Require: εt , GlRe = Valeur absolue du glissement réversible.
if (pas de contact à l’itération i−1) ou (Première itération après l’augmentation des multiplica-
teurs de Lagrange et GlRe < Tol) then
εt = µtn/(10 GlRe )
else if retournement du sens de glissement then
εt = εt/2
end if
La valeur du coefficient de pénalisation est basée sur une étude empirique qui montre qu’une
surévaluation de la contrainte tangentielle perturbe la résolution. Lors de l’entrée en contact, la
valeur du coefficient de pénalisation tangentielle permet d’obtenir une contrainte tangentielle égale
à dix pour cent de celle de glissement. La valeur du coefficient de pénalisation tangentielle est
ajustée pendant l’augmentation des multiplicateurs de Lagrange (voir l’algorithme 3). De plus, la
valeur du coefficient de pénalisation tangentielle est divisée par deux si un retournement du sens
de glissement se produit entre deux itérations.
4 Résultats numériques
Le problème de Hertz entre deux cylindres identiques est traité en deux dimensions [4]. Dans
le cas où le matériau est élastique, l’hypothèse des déformations planes est retenue ; alors que,
dans le cas élasto-plastique, celle des contraintes planes est utilisée [1]. Deux quart de cylindre
sont modélisés, ils sont maillés de manière identique. Trois maillages différents sont utilisés (noté
maillages n où n est le nombre d’éléments dans la zone de contact, n=2, 4 ou 6).
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2 14 – 14 15 – 15 15 – 15 15 – 14 15 – 15 15 – 17
2×102 14 – 12 12 – 12 14 – 15 14 – 15 12 – 13 13 – 12
2×104 7 – 7 8 – 8 9 – 8 8 – 9 7 – 9 9 – 7
ε0n = valeur initiale de εn
Le tableau 1 et les figures 1 et 2 permettent de constater qu’avec la méthode du lagrangien
augmenté adapté la valeur initiale du coefficient de pénalisation normale n’a pas d’influence sur la
qualité de la solution et que très peu sur le temps de calcule. La méthode du lagrangien augmenté
adapté nécessite plus de temps de calcul que celle de pénalisation. Mais, cette dernière ne permet
pas de résoudre le problème élasto-plastique pour le maillage 6 à cause d’oscillations numériques
des statuts de contact. De plus, avec la méthode de pénalisation la valeur des coefficients de pé-
nalisation a une grande influence sur la valeur des contraintes de contact (figures 1(a) et 1(b)).
(a) Comportement élastique (b) Comportement élasto-plastique
Figure 1 – Contrainte normale de contact (pénalisation, maillage 4)
(a) Comportement élastique (b) Comportement élasto-plastique
Figure 2 – Contrainte normale de contact (lagrangien augmenté adapté, maillage 4)
5 Conclusion
Cet article présente une nouvelle méthode de résolution du problème de contact mécanique
frottant, la méthode du lagrangien augmenté adapté. Cette méthode possède les avantages des
méthodes les plus utilisées. Elle permet de contrôler l’interpénétration et présente la stabilité de
la méthode du lagrangien augmenté et la vitesse de celle de la pénalisation. De plus, l’utilisa-
teur ne doit pas déterminer la valeur numérique des coefficients de pénalisation. Cette méthode
permet d’obtenir plus facilement, une meilleure évaluation des contraintes de contact. Elle est
aussi utilisée dans le contexte multi-physique pour la résolution de problème industriel thermo-
électro-mécanique [1]. La méthode du lagrangien augmenté adapté peut facilement être utilisée
pour prendre en compte les déformations des aspérités des surfaces de contact.
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